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NGi dung

© cic khai nigm ca ban
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Céc khai niém co ban

Cac khai niém co ban
Dinh nghia
Dinh nghia 1.1

Xét tap hop
DCR"; D= {x:(zl,xg,...,xn)\xi ER,i:ﬁ}#Q

va tap hgp E C R.

Anh xa
f: D — FE xac dinh bdi
z€Dr—u=f(z)=f(x1,22,...,2n) E E

goi 13 ham sb clia n bién sé déc 18p x1, 2, . . ., zn xac dinh trén tap hop D.

Tap hop D goi 13 mién xac dinh ctia ham sb f, tap f(D) goi 13 mién gia tri clia ham sb
f.
Trong trudng hop n = 2 hay n = 3 ta thudng ky hiéu z = f(z,y) hay u = f(z,y, 2)
tuong Ung.

2 A g AL LAt 1A A LA Seid,
O day ta chi xét doi véi ham s6 hai bién d6c 1ap, s6 bien > 2 dugc suy ra tuong tu.)\"—'/\
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Céc khai niém co ban

s A

Cac khai niém co ban
Dinh nghia

Vidul
Tim mién x4c dinh clia ham v tinh gia tri cda ham tai diém P:

7VT+29—5 P (—2;10.5).

°Z:f(l’7y): 2 — 1

Giar:

D= {(z,y)le+2y—320, z# £l}; f(P):%_
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Céc khai niém co ban

Cac khai niém co ban
Dinh nghia
Vidul

A 7 . N N ’ ./ o = g 02
Tim mién xac dinh cia ham va tinh gia tri cGa ham tai diém P:

7\,x+2y—37 P (—2;10.5).

Oz:f(x,y)z 2 — 1

Giai:
4
D ={(z,y)|lxr+2y—3>0, z # £1}; f(P):g‘
® 2= f(z,y) = (z+y)In (y* +22), P(23).
Giai:

D= {(z,y)ly*+22>0}; f(P)=f(23)=(2+3)In(3°+2.2)=5In13.

B
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NGi dung

© Gisi han va lién tuc
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Gidgi han va lién tuc
Gi6i han ham nhiéu bién
Dinh nghia 2.1

Ta néi day diém M, (x,,y,) hdi tu dén diém My (20, yo) trong R? va ky hidu I3
M, — My néu

lim z, =xo va lim y, = yo.
n— oo n—oo
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Gidgi han va lién tuc
Gi6i han ham nhiéu bién
Dinh nghia 2.1

Ta néi day diém M, (x,,y,) hdi tu dén diém My (20, yo) trong R? va ky hidu I3
M, — My néu

lim z, =xo va lim y, = yo.
n—oo

n—r00

Dinh nghia 2.2
Ham sb f(x,y) c6 gidi han 13 L khi (z,y) — (z0,%0) néu

Ve>0,30 >0:0< p<éd = |f(z,y) — L| < ¢,

trong d6 p = \/(z — 20)2 + (y — y0)?; hoic

VY My, (T, yn) = Mo (z0,y0) = nlgrgof(xn,yn) = L.

Ky hiéu
lim f(x,y) = lim f(z,y) = L.
L) 230 el
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Gidgi han va lién tuc

Gi6i han ham nhiéu bién

Vidul

2xy?
2 dL y2 .

Xac dinh ( lim  f(z,y) Vv6i f(z,y) =

x,y)—(0,0)
Gidi: Chi y rang (0,0) ¢ D.
V6i 0 <e<1va(z,y)saocho0<p=+/(z—0)2+(y—0)2=/22+1y2< % ta cé

2|z|y?

‘f(xvy)_0| = $2+y2

<2zl <2p<e.

Vidy lim  f(z,y) =0.

7 (2,y)—(0,0)
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Gidgi han va lién tuc

Gi6i han ham nhiéu bién

Vi du 2
2 2
z° — 2y
Cho ham f(z,y) =< 22 +y2’ (@,y) # (0’0). Xac dinh  lim  f(z,y).
L (@y) =00 (o0
IR
&\“\5%
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Gidgi han va lién tuc

Gi6i han ham nhiéu bién

Vi du 2
1‘2 = 2y2
Cho ham f(zy) = { 221y’ V700 i dinh  m ).
1, (z,y) = (0,0) (z,y)—(0,0)

Gigi: Chti y ring (0,0) € D. Ta ¢6
@ f(z,y) — 1 khi (z,y) — (0,0) doc theo truc Ox;

RS
e
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Gidgi han va lién tuc

Gi6i han ham nhiéu bién

Vi du 2

M (z,y) # (0,0)
Cho ham f(z,y) =< 22 +y2’ ot 7. Xacdinh  lim  f(z,y).
L (@y) =00 (o0
Gigi: Chti y ring (0,0) € D. Ta ¢6
@ f(z,y) — 1 khi (z,y) — (0,0) doc theo truc Oz;
@ f(z,y) — —2 khi (z,y) — (0,0) doc theo truc Oy;

RS
e
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Gidgi han va lién tuc

Gi6i han ham nhiéu bién

Vi du 2

M (z,y) # (0,0)
Cho ham f(z,y) =< 22 +y2’ ot 7. Xacdinh  lim  f(z,y).
L (@y) =00 (o0
Gigi: Chti y ring (0,0) € D. Ta ¢6
@ f(z,y) — 1 khi (z,y) — (0,0) doc theo truc Oz;
@ f(z,y) — —2 khi (z,y) — (0,0) doc theo truc Oy;
2

14 k2

o f(x,y) — khi (2,) — (0,0) doc theo dudng thing y = k.
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Gidgi han va lién tuc

Gi6i han ham nhiéu bién

Vi du 2
1‘2 = 2y2
Cho ham f(zy) = { 221y’ V700 i dinh  m ).
1, (z,y) = (0,0) (z,y)—(0,0)

Gigi: Chti y ring (0,0) € D. Ta ¢6
@ f(z,y) — 1 khi (z,y) — (0,0) doc theo truc Oz;
@ f(z,y) — —2 khi (z,y) — (0,0) doc theo truc Oy;

_ 2

@ f(z,y) — 1 +kk2 khi (2,) — (0,0) doc theo dudng thing y = k.
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Gidgi han va lién tuc

Gi6i han ham nhiéu bién

Vi du 2
1‘2 = 2y2
Cho ham f(zy) = { 221y’ V700 i dinh  m ).
1, (z,y) = (0,0) (z,y)—(0,0)

Gigi: Chti y ring (0,0) € D. Ta ¢6
@ f(z,y) — 1 khi (z,y) — (0,0) doc theo truc Oz;

@ f(z,y) — —2 khi (z,y) — (0,0) doc theo truc Oy;
—2K> . 5 g
T khi (z,y) — (0,0) doc theo dudng thing y = kz.

Dodé, A lim  f(z,y).

° f(x,y) —

(z,y)—(0,0)
RS
&\@ i)
O
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Gidgi han va lién tuc

Su lién tuc cha ham nhiéu bién

Dinh nghia 2.3

Ham s& f(z,y) goi 13 lién tuc tai diém (a,b) € D néu

lim f(x,y) = f(a,b).

y—b

Ham sb lién tuc tai moi didm trong mién D C R? goi la lién tuc trén D.

PRI
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Gidgi han va lién tuc

Su lién tuc cha ham nhiéu bién

Dinh nghia 2.3

Ham s& f(z,y) goi 13 lién tuc tai diém (a,b) € D néu

lim f(x,y) = f(a,b).

y—b

Ham sb lién tuc tai moi didm trong mién D C R? goi la lién tuc trén D.

Vidu 3
Cho f(x,y) = \/x—|—2y—|—

. Ching minh ring f lién tuc tai gbc toa db.

orenns Ny
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Gidgi han va lién tuc

Su lién tuc cha ham nhiéu bién

Dinh nghia 2.3

Ham s& f(z,y) goi 13 lién tuc tai diém (a,b) € D néu

lim f(x,y) = f(a,b).

y—b

Ham sb lién tuc tai moi didm trong mién D C R? goi la lién tuc trén D.

Vidu 3
Cho f(x,y) = \/x—|—2y—|—

Gigi: Ta ¢6 f(0, O) = —1 va

. Ching minh ring f lién tuc tai gbc toa db.

ve+2y+1

lim f(z,y) = lim ~——=—— = -1= f(0,0).
y—0 y—0

orenns Ny
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Gidgi han va lién tuc

Su lién tuc cha ham nhiéu bién

Vi du 4
ﬂ (z,y) # (
0 f(z,y) =< 22+ 2y’ Y ">/ lién tuc tai gbc toa db;
0, z,y) = (0,0)
AR )
@ f(z,y) =< 22+ 2y’ ’ "7’ khéng lién tuc tai goc toa dé.
0, z,y) = (0,0)
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NGi dung

e Dao ham va vi phan
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Dao ham va vi phan
Dao ham riéng
Dinh nghia 3.1

Cho ham s6 z = f(z,y) xac dinh va lién tuc trén mién D. Véi (z,y) € D, giit y khong
ddi, cho x sb gia Az ta c6 diém (z + Az, y) € D. Néu ton tai

Az—0 Ax

thi gi6i han dé dugc goi 13 dao ham riéng (cAp 1) clia ham sb f(z,y) tai diém (z,y), ky
hiéu

0z 8
= f—p.
x
Tuong tu ta ciing c6 dao ham riéng ctia ham f theo bién sb6 y:
0z 8f
5 = 5y =fv="Dul"

Tir dinh nghia ta thiy: tinh dao ham riéng c6 quy tic gibng nhu tinh dao ham c&a[r;
s6 mot bién s, nghia I3 khi tinh theo z thi xem y |3 hing s, con khi tinh theo y ti 4
xem z 13 hing sb.
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Dao ham va vi phan

Dao ham va vi phan

Dao ham riéng

Vidu 1l
Cho f(z,y) = /2 +3y? + 1. Tim J;y) 8f(aa; v) va tinh gia tri cda chdng tai
diém (2,4).
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Dao ham va vi phan

Dao ham va vi phan

Dao ham riéng

Vidul

Cho f(z,y) = /2 +3y? + 1. Tim J;y) 8f(aa; v) va tinh gia tri cda chdng tai

diém (2,4).

Giai:
! 8f($,y) 0 1 ’ 1
r = ——t=—\2r+3Y31+1l=—; f.(2,4)=—
I or oV TS ey R TR
7 of(xy) 0 T 3y ' 12

= DY % Sorydttl=——t . f(2,4)= ——

Ty dy dy Y V2T + 32 + 1 fo(2:4) V53
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L e uEiE |
Dao ham va vi phan

Dao ham riéng

Vidu 1l
Cho f(z,y) = /2 +3y? + 1. Tim Zy) 8f(aa; v) va tinh gia tri cda chdng tai
diém (2,4).
Giai:
! 8f($,y) 0 1 ’ 1
r = ——t=—\2r+3Y31+1l=—; f.(2,4)=—
f oz Oz 4 2 +3y2 + 1 fo(2,4) 53
7 of(xy) 0 T 3y ' 12
= ol Z w3l —L s f(2,4) = ——
Ty dy dy Y 2z + 3y + 1 fv(24) V53
Vi du 2

-y
G il o) — {xyaﬂ T @700 e minh £1(0,0) = 0, £(0,0) = 0.
07 (m,y) = (0’0)
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Dao ham va vi phan

Dao ham va vi phan
Vi phan toan phan (cp 1)

Dinh nghia 3.2
Néu sb gia
c6 thé biéu dién dudi dang
Az = A. Az + B.Ay + a.p,

trong d6 A, B khdng phu thudc vao Az, Ay;

a — 0 khi p = \/Az?2 + Ay? — 0 thi ta néi ham sb z = f(z,y) kha vi tai diém (z, ).
Phan chinh bac nhit A.Az + B.Ay dudc goi 13 vi phan toan phan clia ham sb f(z,y)
tai diém (z,y), ky hiéu dz = A.Az + B.Ay va dugc tinh theo céng thiic:

dz = fo(z,y)dz + fy(z,y)dy,
trong dé doz = Az, dy = Ay.

Tran Minh Toan (SAMI-HUST) Giai tich | Ha N&i, thang 1 nam 2012 14 / 36



Dao ham va vi phan

Dao ham va vi phan
Vi phan toan phan (cp 1)

Vidu 3

Xét ham z(z,y) = \/cos (22 + y?). Ta cb

0z r 1 2, 2\y
or T 24/cos (2 + y2) (cos (=" +v >)I
1 T sin <ZE2 +y2)

S S s 2 2) 9.] — _
2 cos(a:2+y2)[ oin ("4 v) 2]

Vcos (22 + y2)
, y sin (x2 +y2)

o 0z
Tuong tu ta cling c6 — = 2y =
dy vcos (22 + y?)

sin (ac2 + yz)

\

Vi phan toan phan dz = — [xdx + ydy].
cos (z2 + y2)
NO%
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Dao ham va vi phan

Dao ham va vi phan
Dao ham ham hgp

@ Gid sir z = f(x,y) kha vi theo cac bién sb trung gian 2 va y con
y : gg y
x = @(t),y = (t) (t 1a bién déc 1ap), ¢, 1a nhitng ham kha vi thi
dz 0z dx 0z dy

dt ~ oz dt Oy dt’
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Dao ham va vi phan

Dao ham va vi phan
Dao ham ham hgp

@ Gid st z = f(z,y) kha vi theo céc bién s trung gian = va y con
Y g8 Y
z = p(t),y = (t) (¢t 12 bién déc 13p), o, 13 nhitng ham kha vi thi

dz _ 0z dzx 0z dy

dt — Oz dt ay dt”

@ Gia sit z = f(u) kha vi theo bién sb u; con u = ¢(x,y) kha vi theo cac bién sb
déc 13p x,y thi ta cé cdc dao ham riéng dugc tinh bdi

0z ro 0z ’
% = fu. Uy s aiy = fu' Uy -
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Dao ham va vi phan

Dao ham va vi phan
Dao ham ham hgp

@ Gid st z = f(z,y) kha vi theo céc bién s trung gian = va y con
Y g8 Y
z = p(t),y = (t) (¢t 12 bién déc 13p), o, 13 nhitng ham kha vi thi

dz _ 0z dzx 0z dy

dt — Oz dt ay dt”
@ Giad sit z = f(u) kha vi theo bién sb u; con u = ¢(x,y) kha vi theo cac bién sb
déc 1ap z,y thi ta c6 cidc dao ham riéng dugc tinh bdi
82 0z '

© Gia sit z = f(u,v) kha vi theo céc bién s6 u va v con
u=u(z,y),v = v(x,y) khd vi theo cic bién sé z,y thi

0z

Oa/ fU« +f’L

0z

01 *fu +f1 Vy -
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Dao ham va vi phan

Dao ham va vi phan
Dao ham ham hgp

Vidu 4

Cho z = z(x,y) = 2%e¥ + 32y*, trong d6 x = sin2t, y = cos®>¢. Tinh z,(t).
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Dao ham va vi phan

Dao ham va vi phan
Dao ham ham hgp

Vidu 4

Cho z = z(x,y) = 2%e¥ + 32y*, trong d6 x = sin2t, y = cos®>¢. Tinh z,(t).
Gidi: Ta c6

1o 0z dx 0z dy
z (t) = % E + 87/ E
= (2ze? + 3y4) . (2cos2t) + (xZey + 12xy3) .(—2sintcost) .

Khit=0tac6z=0,y=1vaz(0)=2x3—0=6.
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Dao ham va vi phan

Dao ham va vi phan
Dao ham ham hgp

Vi du 5 J
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Dao ham va vi phan

Dao ham va vi phan

Dao ham va vi phan cap cao

Dinh nghia 3.3

Dao ham riéng clia dao ham riéng cap 1 goi la dao ham riéng cap 2

2 " 1"
b (@)-0

2 " "
Oy (gi) - 8axéfy = Joy = Zay

2 7" "
oz (8) = Gya = I =
()

(chi y khi tinh dao ham riéng theo bién nay thi bién kia xem I3 hing s8).
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Dao ham va vi phan

Dao ham va vi phan

Dao ham va vi phan cap cao

Chia y 3.1
2 2
Trong cic dao ham riéng cAp hai ta gip cic dao ham riéng —2—, —2—, goi 13 céc dao
0zxdy’ dydx
ham riéng hdn hop.
Ngudi ta di chitng minh dugc rang: néu ham sb z = f(x,y) lién tuc va c6 cac dao ham
riéng cBp 2 hdn hop lién tuc thi

0%z L 9%z
Oxdy ~ T VT gyox’

Tuong tu ta ciing cé cic dao ham riéng cAp ba, chp bbn, ... Trong trudng hop nay ta
ciing cé: ching han
2z _ 0z _ 0z
0x20y = Oxdydxr  Oydx?’

@xu )
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Dao ham va vi phan

Dao ham va vi phan

Dao ham va vi phan cap cao

Vi du 6

Tinh cdc dao ham riéng cp hai clia ham z(z,y) = sin (z° +y) — zy.
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Dao ham va vi phan

Dao ham va vi phan cap cao

Vi du 6
Tinh cdc dao ham riéng cp hai clia ham z(z,y) = sin (z° +y) — zy.
Gidi:
’ 0 . % )
= 5 [sin (z° +y) — 2y] = 2z cos (2 +y) —y;
o = % [2z cos (m2 +y) —y] =2cos (:c2 +y) - 422 sin (asz s
= a% [2zcos (2 +y) — y] = —2asin (¢ +y) - 1
5 = gy Bina+) o] = cos (o +)
z;/y = 8%/ [cos (x2 +y) —z] = —sin (mQ +y).
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Dao ham va vi phan

Dao ham va vi phan

Dao ham va vi phan cap cao

Dinh nghia 3.4
Ta goi vi phan cta vi phan cp 1 12 vi phan chp 2 va c6 cong thic

d(dz) = d?z = %dw + Qaaaydxdy+ g zdy ,

(chi ¥ dz?® = (dz)?, dy* = (dy)?).

Tran Minh Toan (SAMI-HUST) Giai tich | Ha N&i, thang 1 nam 2012 22 /36



Dao ham va vi phan

Dao ham va vi phan

Vidu7

V(@2 +92)°

Wl =

Tinh vi phan cap hai clia cdc ham s6 z =
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Dao ham va vi phan

Dao ham va vi phan

Vidu7

P 2 1
Tinh vi phan cap hai clia cdc ham s6 z = g\/(mQ + y2)3.

e N A | 1 p
Giai: Viét lai z trong dang: z = 3 (Jc2 + y2)3 ® Tacé

1
9z _ ,é (2 + y2)1/2 2z =z 2?2 + 2.
or 32
0%z ( 5 ' T 22 + 42
> = zV2? + 2) = i P S @ = .
Ox2 V v7). V Y NN e

R 2 2 2 2 ,
Dai vai tro = va y cho nhau, tuong tu ta cling cé 0 j = u Tiép theo
oy* /a2 442
0%z 0 [0z ! Ty
= — —_— = \/ 2 2 =
oxdy Oy <8w) [;r Tty :|y V22 + 42

Vay

202 +y? Ty 0% + 22
d*z = dx® + 2 dxdy +
z2 4 > \/7? + 42 \/x2 + 2

Giai tich | Ha N&i, thang 1 nam 2012 23 /36
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Dao ham va vi phan

Dao ham va vi phan

Dao ham ham an

@ Ham 3n chia ham 1 bién sb déc lap.
Gid st F'(x,y) |a ham s6 kha vi theo hai bién x va y; trong dé y = y(z), « |a bién
s6 déc 1ap va dudc xac dinh tir phuong trinh F(z,y) = 0 thi
_dy Py

Y =& Flay) F(z,y) #0.
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Dao ham va vi phan

Dao ham va vi phan

Dao ham ham an

@ Ham 3n cha ham 1 bién sb dbc lap.
Gia st F(x,y) 13 ham sb kha3 vi theo hai bién  va y; trong d6 y = y(x), x 13 bién
s6 ddc 1ap va dugc xac dinh tir phuong trinh F(z,y) = 0 thi

r o dy Fi(z,y) '
=2 -_=2Jd) )
vy = Flo,y) y(w,y) #0

@ Ham 4n chia ham hai bién sb dbc 13p z, .
Gid st F(x,y, z) 1a ham s6 kha vi theo céc bién s6 x,y, z; trong dé z = z(z,vy),
x,y 13 cac bién sb doc lap, dugc xac dinh tir phuong trinh F(z,y, z) = 0 thi

9z Fy(zyz2) 9z  Fwyz)

A T T o T T oy ey, .
ox F;(Qc7y7z)’ (‘)y Fz/(l‘,y,z)’ z(h!],Z);AO
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Dao ham va vi phan

Dao ham va vi phan

Dao ham ham an

Vi du 8
Tim y/(x) xac dinh tir ddng thic F(x,y) = cos(z +y) +y = 0.
Ta cé , ,
F, = —sin(z + y); F, =1—sin(z +y) # 0.
Vay

¢ —sin(@+y) _  sin(z+y)
g = 1—sin(zx+y)  1—sin(z+y)’
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Dao ham va vi phan

Dao ham va vi phan

Dao ham ham an

Vidu9
Tim dz néu z = z(z,y) xé4c dinh tir phuong trinh T —mZ+1
z Y
Viét lai phuong trinh d3 cho dudi dang
F(x,y,z) :lni—i—l— T _o.
y z
Khi dé ta cé
Fp=—=; F;_y<— Zz) -
z z Y Y
/ 1 0
FZ:g.i_F%:z—i;m oz _ _* :
zy =z % or x4z
0z 22 1 9
— dz = zydx + 2°dy| .
oy y(z+z) y(z + ) [ u] ‘
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A
NoOi dung

o Cuc tri ham hai bién sb
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Cuc tri ham hai bién so
Cuc tri dia phuong
Dinh nghia 4.1

Ham sb z = f(z,y) c6 mién x4c dinh 13 D C R?. Ta néi ham sb f(z,y) dat cuc dai
(cuc tiéu) tai diém (zo,y0) € D néu

V(z,y) € 8 (w0,30) =0 < p=/(z —20)? + (y — 90)> < &
thi
f(:r,y) < .f(':BOvyO) (f(xvy) > f(xO,yO))-

Tran Minh Toan (SAMI-HUST) Giai tich | Ha N&i, thang 1 nam 2012 28 / 36




Cuc tri ham hai bién so
Cuc tri dia phuong
Dinh nghia 4.1

Ham sb z = f(z,y) c6 mién x4c dinh 13 D C R?. Ta néi ham sb f(z,y) dat cuc dai
(cuc tiéu) tai diém (zo,y0) € D néu

V(z,y) € 8 (w0,30) =0 < p=/(z —20)? + (y — 90)> < &
thi
f(ir,y) < f(«xO,yO) (f(xvy) > f(xO,yO))-

Dinh Iy 4.1

(Diéu kién can)

Néu ham s6 z = f(x,y) kha vi tai diém Mo (xo,y0) € D ma tai d6 ham sb dat cuc tri thi
Ja (0,90) = 0;  fy (%0,%0) = 0. (%)

Céc diém théa man hé (*) goi la diém ding hodc diém tdi han.
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Cuc tri ham hai bién sb

Cuc tri ham hai bién so
Cuc tri dia phuong

Dinh ly 4.2
(Diéu kién di)
Gi3 st Mo (aco7 yo) 13 mét diém dimg cia ham sb z = f(z,y) va ham sb dé cé cic dao
ham riéng dén cap hai.
Ta goi
_ 9?2 o= 0%z ) _ 0%z
022 Iy’ RCITRANY © 0z0ylm
Néu )
> 0, ham s6 khéng dat cuc tri tai My
=0, chua két ludn duoc
A=B’—AC i KE fuan duge
< 0, ham s6 dat cuc trj tai My
va 13 cuc dai néu A < 0; cuc tiéu néu A > 0
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Cuc tri ham hai bién s

Cuc tri ham hai bién sb

Vidul

Tim cuc tri chia ham sb sau z = %my + 47—z —vy) (g + %)
Ham sb x4c dinh V(z,y) € R?. Tinh

0z 1 2 47 0z 1 1 47

ge - 12V 73" 3 gy 2 Tt

cho 2 — o, 32202{8x+y_188

, thu dugc diém ditng Mo (21, 20).
dz T+ 6y = 142 ' g Mo(21,20)
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Cuc tri ham hai bién s

Cuc tri ham hai bién sb

Vidul

Tim cuc tri chia ham sb sau z = %my + 47—z —vy) (% + %)
Ham sb x4c dinh V(z,y) € R?. Tinh

(N R
oz 12773730 5y T 2Y T 12Ty
8 =188 .
Cho & =0, &g 8ty , thu duoc didm dimg Mo(21, 20).
Ox dy T+ 6y = 142
Tinh ) ) )
0x? 3 0y? 2 0x0y 12
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Cuc tri ham hai bién s

Cuc tri ham hai bién sb

Vidul

Tim cuc tri chia ham sb sau z = %my + 47—z —vy) (% + %)
Ham sb x4c dinh V(z,y) € R?. Tinh

0 _ 1 2 47 06z 1 1 . 47
oz 12773730 5y T 2Y T 12Ty
8 =188 .
Cho & =0, &g 8ty , thu dugc diém ditng Mo (21, 20).
Ox dy T+ 6y = 142
Tinh ) ) )
e 2 5 Pz L o GE D
0x? 3 0y? 2 0x0y 12
Ta cé )
1 2 1 11
A=B—AC=(-=) - (=2)(-2)=— - <.
o=(-5) -(5) (-3) =3
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Cuc tri ham hai bién s

Cuc tri ham hai bién sb

Vidul

Tim cuc tri chia ham sb sau z = %my + 47—z —vy) (f + %)
Ham sb x4c dinh V(z,y) € R?. Tinh

Oz _ 1 2 47 8z 1 1 47
oz 12773730 5y T 2Y T 12Ty

=1 >
Cho 7 =9 97 _ g, {Sx TY=188 L dugc didm dimg Mo(21, 20).

Ox dy T+ 6y = 142
Tinh 0z 2 0%z 1 0z 1
“2 =3 “TaprT % BTam T
Ta cé

_ g (LAY 2y (-t 1
A=D _AC*< 12) ( 3)( 2)*144 5 <0

P 2 ,
Vay ham sé dat cuc tri tai M. Do A = —3 < 0, ham s6 dat cuc dai
Zmax = 2(21,20) = 282.
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Cuc tri ham hai bién so

Cuc tri c6 diéu kién

Bai toan

Tim cuc tri cha ham sb z = f(z,y) véi diéu kién o(z,y) = 0.

WX
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Cuc tri ham hai bién so

Cuc tri c6 diéu kién

Bai toan

Tim cuc tri cta ham sb z = f(z,y) véi didu kién p(z,y) = 0.

DE giai bai toan ndy, ta st dung phuong phap nhan tir Lagrange:
Lap ham

u= f(z,y) + rpo(z,y),
trong d6 X 13 tham sb chua xac dinh.

Diéu kién can cta cuc tri c6 diéu kién

ou 6f _ 0
x
g 3@ -
oy
so(x,y) =0.
Giai hé trén ta dugc diém nghi ngd M, (o, yo) VA Ao. Xf)/%
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Cuc tri ham hai bién so

Cuc tri c6 diéu kién

Diéu kién da
Néu d?u > 0 thi ham sb dat cuc tiéu tai M, (z,,y,) con d*u < 0 thi ham

(Mo,)o0) (Mo, X0)
sb dat cuc dai tai Mo (2o, Yo).

Cha y 4.1

Khi tinh d*u gip dz va dy, thi ching dugc lién hé béi

0 0
N SD. dy = 0.
ox I, oy M,
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Cuc tri ham hai bién s

Cuc tri ham hai bién sb

Cuc tri c6 diéu kién

Vi du 2
Tim cuc tri clia hAm z = zy véi diéu kién 2z + 3y — 5 = 0.
Lap ham nhan t&r Lagrange ® = zy + A(2z + 3y — 5) va tinh

9%

ox

0y

o
a— =y+2\=0
Tim diém dimg tir hé g% — 2 +3)\ = 0. Gidi hé trén ta dugc
Y

20 +3y—5=0

5 5 5
A= —E, X = Z, Yy = 6
Kiém tra diéu kién d0 tai M (Z g) véi A = —132. D2 dang tinh dudc
d°® = dzdy (%).
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Cuc tri ham hai bién so

Cuc tri c6 diéu kién

Vi du 2 (tiép)
Lai do 2z + 3y — 5 = 0 suy ra 2dx = —3dy hay dy = fgdm. Thay vao (*) ta cé
2 2.9
d*® (M, X) = —2da* < 0.

25
24’

Vay ham sb dat cuc dai tai M (g g) VA Zmax =

Chi y. Trong vi du trén, diéu kién lién hé gilta x va y c6 dang bac nhat, nén ta cé thé
dan vé tim cuc tri cha ham mét bién s6

1 N
=3 (5z — 22%) b3ng cich thay y = = (5 — 2z).

Wl =
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Cuc tri ham hai bién s6

Cuc tri ham hai bién sb

Tri LN, BN ctia ham sb trong mién kin

D& tim tri 16n nhAt va bé nhit ctia ham s z = f(z,y) trong mién kin D C R? ta lam
nhu sau

@ Tim cic diém nghi ngd trong mién D (cuc tri dia phuong).
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Cuc tri ham hai bién s6

Cuc tri ham hai bién sb

Tri LN, BN ctia ham sb trong mién kin

D& tim tri 16n nhAt va bé nhit ctia ham s z = f(z,y) trong mién kin D C R? ta lam
nhu sau

@ Tim cic diém nghi ngd trong mién D (cuc tri dia phuong).
Q@ Tim cic diém nghi ngd trén bién T' cla mién D (cuc tri ¢ diéu kién, didu kién
chinh la phuong trinh bién D).
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Cuc tri ham hai bién s6

Cuc tri ham hai bién sb

Tri LN, BN ctia ham sb trong mién kin

D& tim tri 16n nhAt va bé nhit ctia ham s z = f(z,y) trong mién kin D C R? ta lam
nhu sau

@ Tim cic diém nghi ngd trong mién D (cuc tri dia phuong).

@ Tim cic diém nghi ngd trén bién T' cla mién D (cuc tri ¢ diéu kién, didu kién
chinh la phuong trinh bién D).

© Tinh gia tri tai cac diém nghi ngs trong D va trén bién I', so sdnh dugc gid tri 1én
nhit, bé nhit.
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Cuc tri ham hai bién s6

Cuc tri ham hai bién sb

Tri LN, BN ctia ham sb trong mién kin

Vidu 3 J
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